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行列式 (高维平行多面体的有向体积)

定义 (行列式)
方阵 A = (aij)n×n的行列式记为

det(A) 或

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

当 n = 1时,
det(A) := a11.

当 n ≥ 2时, det(A)递归地定义为

det(A) :=
n∑

k=1

(−1)k+1a1k ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 · · · a2,k−1 a2,k+1 · · · a2n
a31 · · · a3,k−1 a2,k+1 · · · a3n
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an1 · · · an,k−1 a2,k+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
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子矩阵,代数余子式
定义

由矩阵 A = (aij)m×n的第 i1, i2, · · · , ir行和第 j1, j2, · · · , js列上的
元素依次排列组成的 r × s矩阵称为 A的子矩阵,记作

A
(

i1i2 · · · ir
j1j2 · · · js

)
=

(
ai1 j1 ai1 j2 · · · ai1 js
ai2 j1 ai2 j2 · · · ai2 js
· · · · · · · · · · · ·
air j1 air j2 · · · air js

)

定义

给定一个 n阶矩阵 A = (aij)n×n.
1 称 Mij := det

(
A
(
1,··· ,i−1,i+1,··· ,n
1,··· ,j−1,j+1,··· ,n

))
为元素 aij的余子式.

2 称 Aij := (−1)i+jMij为 aij的代数余子式.

根据这个定义,我们可以将行列式的定义式简写为

det(A) :=
n∑

j=1

a1jA1j =

n∑
j=1

(−1)i+1a1jM1j.
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行列式基本性质

方阵 A的行列式具有下列性质:

定理 (行列式行展开)
设 A = (aij)n×n为 n阶方阵.则对任意 1 ≤ i ≤ n

det(A) =
n∑

j=1

aijAij =

n∑
j=1

(−1)i+jaijMij.

定理

1 交换 A某两行得 B,则 det(B) = − det(A).
2 将 A的某一行乘 λ得 B,则 det(B) = λ det(A).
3 若 A的某一行是两个向量之和,则 det(A)可拆成两个行列式
之和.
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行列式基本性质

推论

4 若 A的某两行成比例,则 det(A) = 0.
5 将 A的某一行 λ倍加到另一行得 B,则 det(B) = det(A).

设 A = (aij)n×n =


α1

α2

...
αn

.则 det可以看成 α1, · · · , αn的函数. 这

一函数满足如下性质:
1 反对称性: det(· · · , αi, · · · , αj · · · ) = − det(· · · , αj, · · · , αi · · · );
2 多重线性:

det(· · · , λαi + µβi, · · · ) = λ det(· · · , αi, · · · ) + µ det(· · · , βi, · · · );
3 规范性: det(⃗e1, e⃗2, · · · , e⃗n) = 1.

注: 这三条性质唯一地确定了函数 det. (几何意义！！)
例: det(α+ β, β + γ, γ + α) = 2 det(α, β, γ).
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行列式显示表示

det(A) = det

 n∑
j1=1

a1j1 e⃗j1 ,

n∑
j2=1

a2j2 e⃗j2 , · · · ,
n∑

jn=1

anjn e⃗jn


=

n∑
j1=1

n∑
j2=1

· · ·
n∑

jn=1

a1j1a2j2 · · · anjn det (⃗ej1 , e⃗j2 , · · · , e⃗jn)

=
∑

(j1j2···jn)∈Sn

a1j1a2j2 · · · anjn det (⃗ej1 , e⃗j2 , · · · , e⃗jn)︸ ︷︷ ︸
=??

其中 Sn为集合 {1, · · · , n}的全体排列集.
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行列式显示表示

定义

1 由 n个两两不同的正整数组成的有序数组 (j1, j2, · · · , jn)称
为一个n元排列. 由 1, 2, · · · , n组成的排列总数为 n!.

2 称 (1, 2, · · · , n)为标准排列.
3 给定排列 (j1, j2, · · · , jn).若 1 ≤ p < q ≤ n且 jp > jq,则称二
元组 (jp, jq)为排列 (j1, j2, · · · , jn)的一个逆序. 例如:
(1, 4, 3, 2)的有三个逆序 (4, 3), (4, 2), (3, 2).

4 排列 (j1, j2, · · · , jn)的逆序总数记为 τ(j1, j2, · · · , jn). 例如:
τ(1, 4, 3, 2) = 3.

5 若 τ(j1, j2, · · · , jn)为奇数,则称 (j1, j2, · · · , jn)为奇排列.否则
称之为偶排列.

6 将一个排列中的两个元素互换位置,其余元素位置不变.这个
过程称为一个对换.
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排列与逆序

引理

1 对换改变奇偶性.
2 排列 (j1, j2, · · · , jn)可经过 τ(j1, j2, · · · , jn)次相邻位置的对换
变为标准排列.

定理 (行列式显示表示)
设 A = (aij)n×n为 n阶方阵.则

det(A) =
∑

(j1j2···jn)∈Sn

(−1)τ(j1,j2,··· ,jn)a1j1a2j2 · · · anjn
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二三阶行列式示意图

例

1 S2 = {(12), (21)}, τ(12) = 0, τ(21) = 1

⇒
∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ = ad − bc.

2 S3 = {(123), (231), (312), (132), (213), (321)},τ(123) = 0,
τ(231) = τ(312) = 2, τ(213) = τ(132) = 1, τ(321) = 3,∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ =+a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32
−a11a23a32−a12a21a33−a13a22a31∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ =+a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32
−a11a23a32−a12a21a33−a13a22a31
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例 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1

. .
.

an−1

an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)
(n)(n−1)

2 a1a2 · · · an.

例 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

a22
. . .

...
. . . an2

ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 · · · ann.

例

求下列三阶行列式:

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
8 0 4
7 6 5

∣∣∣∣∣∣ 和

∣∣∣∣∣∣
1 2 0
0 1 3
2 7 8

∣∣∣∣∣∣.
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三角分块矩阵行列式

性质

设 A =


A11 A12 · · · A1k

A22 · · · A2k
. . .

...
Akk

为分块矩阵,其中 Aii均为方阵.则

det(A) =
k∏

i=1

det(Aii).

证明思路：只需考虑 k = 2. 此时，不妨设拆分方式为 n = r+ (n− r).则

det(A) =
∑

(j1,j2,··· ,jn)∈Sn

(−1)
τ(j1,··· ,jn)a1j1 a2j2 · · · anjn

=
∑

(j1,j2,··· ,jr)∈Sr≤r
(jr+1,··· ,jn)∈Sn−r(r+1,··· ,n)

(
(−1)

τ(j1,··· ,jr)a1j1 · · · ar,jr

)
·
(
(−1)

τ(jr+1,··· ,jn)ar+1,jr+1
· · · anjn

)

= det(A11) det(A22)
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行列式基本性质

定理

det(A) = det(AT).

证明:比较两边显示展开.

定理 (列展开)
设 A = (aij)n×n为 n阶方阵.则对任意 1 ≤ j ≤ n

det(A) =
n∑

i=1

aijAij =

n∑
i=1

(−1)i+jaijMij.

定理

det(AB) = det(A) det(B).
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